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A B S T R A C T  

Construction explicite d'une fonction de la classe A =F(10 lipschitzienne 
d'ordre a > 0, ne satisfaisant pas la synth~se spectrale. 

Nouveaux exemples d'ensembles qui ne sont pas de r&solution au sens de 
Malliavin (en particulier, l'ensemble triadique de Cantor). 

Nouveaux examples d'ensembles E telles que les seules fonctions d'une 
variable r~elle op6rant dans l'alg~bre A(E) des restrictions a E des fonctions 
de la clesse A, soient les fonctions analytiques. 

Introduction. Par fonctions de la classe A nous entendons les fonctions sommes 
de s~ries de Fourier absolument convergentes 

f ( t )  = E f(n)e'"' 

(sauf avis contraire, ~ = somme prise sur tous les  entiers). Elles constituent une 
alg~bre de Banach, avec la norme 

Ilfll, -- x I/(n)l. 
Les pseudomesures, c 'est h dire les distributions ~t coefficients de Fourier born6s 

h(0 "-, E ~ ( n ) e ' '  

d6finissent sur l 'espace de Banach A des formes lin6aires 

f ~ ~ f(t)h(t)dt = ~ f ( n ) ~ ( - n )  

(sauf avis contraire, ~ -- int~grale sur le cercle), et forment un espace de Banach 

Am, avec la norme 

l] h IIo~ = suplh(n) l. 
P! 

Nous appellerons pseudofonctions les pseudomesures dont les coefficients de 

Fourier tendent vers z6ro ~t l'infini. 
Nous nous occuperons de deux probl~mes, qui font d6j~t l 'objet  d 'une abondante 

litt6rature. 

Probl~me de synth~se. On donne un ensemble ferm6 E, une fonction f ~  A, 

une pseudomesure h. Les hypotheses 
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f nulle sur E 
(H) h port6e par E 

entrainent-elles la conclusion 

(C) fh(t)f(t)dt = 0? 

On a les 616ments de r6ponse suivants: 
Si .t" satisfait une condition de Lipschitz d 'ordre ct > ½, (H) entraine (C) [14]. 
Si h est une mesure, (H) entraine (C). 
Si E a une fronti~re d6nombrable, ou si E est an ensemble triadique de Cantor, 

ou si E ne porte aucune pseudomesure qui ne soit une mesure, (H) entraine (C) 
[1, 2, 3, 6, 13]. 

Cependant, comme Malliavin l 'a montr6 en 1959, la r6ponse au probl~me 
g6n6ral est n6gative [11] : il existe une fonc t ionf  r6elle, ~ A, et une pseudomesure h 
port6e par l'ensemble des z6ros d e f  (formellement, h = 6'(f), 6' 6tant la d6riv6e 
de la mesure de Dirac), telles que (C) n 'ai t  pas lieu. 

La construction de f ,  faite par Malliavin, est assez difficile. On peut la remplacer 
par un th6or~me d'existence, en utilisant une m6thode probabiliste; on montre 
ainsi qu'il existe des f satisfaisant une condition de Lipschitz d 'ordre positif, 
telles que (H) n'entraine pas (C) [4]. Dans le premier paragraphe, nous retrou- 
verons ce r6sultat par une construction explicite, qui nous parait 8tre la d6mon- 
stration la plus simple du th6or~me de Malliavin. 

Si F est un ferm6 tel que les hypotheses (H) et E c F entrainent (C), on dit 
suivant Malliavin que F est un ensemble de r6solution. R6cemment [12], Mallia- 
vin a montr6 qu'un ensemble ferm6 "de  multiplicit6", c'est g dire portant une 
pseudofonction T ¢  0, n'est jamais un ensemble de r6solution; l'id6e est de d6- 
finir formellement h = T. 6'(f), de sorte que le support de h soit ~ la fois contenu 
dans le support de T et dans celui de 6'(f). 

Nous donnerons un crit6re pour que F soit un ensemble de r6solution, montrant 
que non seulement tout ensemble de multiplicit6, mais certains ensembles "d 'uni-  
cit6", comme l'ensemble de Cantor, ne sont pas ensembles de r6solution. 

Probl6me du caleul op6ratoire. Etant donn6 une classe (g de fonctions 
num6riques, on dit qu'une fonction F op6re dans ~ si, pour t o u t e f 6  (~ ~t valeurs 
dans l'ensemble de d6finition de F, la fonction compos6e F oJappartient/~ ~. Dans 

la suite, on se restreint/~ des fonctions F d~finies sur un ouvert de la droite r6elle. 

On salt depuis Wiener et L6vy que les fonctions analytiques op~rent dans A. 
On a montr~ en 1958 la r6ciproque, c'est ~ dire que seules les fonctions analytiques 
op~rent dans A [7]. 

On a cherch6 /t g6n6raliser ce r6sultat en rempla~ant A par A(E), l'alg~cre 

des restrictions d e s f e A / t  un ensemble ferm6 E donn6. Comme A(E) a une structure 
d'alg~bre de Banach, les fonctions analytiques op~rent dans A(E). La r6ciproque 
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a lieu si E contient des progressions arithm6tiques arbitrairement riches [5], ou, 
plus g6n6ralement, des "mail les" arbitrairement riches (une "mail le"  de 2 k 61~- 
merits 6tant un ensemble de 2 k points !de la forme _+ u I _+ ... _ uk)[9]. Par contre, 
pour certains ensembles E ("ensembles de Helson") toutes les fonctions con- 
tinues op~rent. 

Nous donnerons un crit~re g6n6ral pour la r6ciproque du th6or~me de L6vy, 
et nous montrerons qu'elle est satisfaite pour A(E) dans des cas assez 6tendus. 

Nous laissons ouverte la conjecture selon laquelle tout E ferm6 est soit en- 
semble de Helson (A(E) 6tant l'ensemble de toutes les fonctions continues sur E), 
soit ensemble "d 'analytici t6" darts le sens que seules les fonctions analytiques 
op~rent dans A(E). 

P~r ,n [~  r~Tm. 

Nous allons d'abord donner, par une construction explicite, une nouvelle d6- 
monstration du th6or~me suivant, d6jh connu [4]. 

TH~OR~ME 1. II existe une f ~  A, satisfaisant une condition de Lipschitz 
d'ordre ~ > O, et une h ~ Aoo portde par l'ensemble des z~ros de f ,  telles que 
fh(t)f(t)dt ¢ O. 

On s'appuiera, comme toujours, sur la proposition suivante de Malliavin [11]. 

PROPOSITION 1. Supposons f e A, f rdelle, et 

t ~ l u ) H e " : l t ~ d u  < oo. 
4-~o 

Alors l'int~grale 

f~_iue'U(Yfo-°)du, 
convergente dans Ao~, ddfinit pour tout a rdel une pseudomesure ho, portde par 
l'ensemble des z#ros de f ( t )  - a, et telle que, pour une infinitd de valeurs de a, 

f ha(t)(f(t - a)dt # O. 

I.¢ th~or~me 1 r~sultera done de la construction d ' u n e f  ~ A, r~elle, lipschitzienne 

d'ordre • > O, telle que 

(I) ~ e"l [l ® = O(u-~) (N donn6 > 2). 
Nous construirons f sous la forme 

f ( t )  = £ anA(k.t) 
1 

oh A(t) est la fonction 2n-p6riodique, ~gale ~ tz/2 dans [ - n , n ] ,  {k.} une suite 
d'entiers croissants, et {a.} une suite positive sommable, qui seront d6termin6s 
plus tar& On utilisera les lemmes suivants. 
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LEMME 1. 

(2) 

Alors 

(3) 

FONCTIONS DE LA CLASSE A 

Posons 

pg(u) = ~ feiuA(t)e-i~tdt 

113 

(u > 0). 

donc 

Or 

d 'o/ l  r6sulte le lemme. 

LEMME 3. Soit {k,} une suite strictement croissante 
(n = 1,2, ...) avec kl = 1. Tout  entier m s'dcrit 

(6) m = 21k I + 22k2 + ... (somme finie) 

ou les 2j sont des entiers relatifs, tels que, pour tout j,  

(7) ]2~kl + ... + ,~jk:l <= ½ki+ 1. 

On posera dans la suite #i = ~1kl + "'" +'~jkj. 

(4) 

Alors 

(5) 

D~monstration. 

IYt<Cvar(q~)l[~k]12 (C=~I~2~I) ½) 
zz\ i (n--½) 2 " 

(4) s'6crit 
~, ~ ( - n ) ~ ( n k  + #) = ~b"(0)tk"(/~) + Y 

l YI-5_ (E l&.k ÷.)I~:. 
n~:O n ~ 0  

1 Var(~b) < 1 Var(~b) 
I& nk + .)I -<- 2~ Ink + •1 = 2re k(In 1 - ½ )  

lq~(nk +.)I 2< [Var(~b)~ 2 2 ~ I ( C V a r ( ~ ) )  2 Z .,o ~-~ff-: - (n - = 

d" entiers positifs 

D6monstration. S'il en est ainsi pour  [m[ __< k./2 avec 2. = An+ 1 . . . . .  O, 
(c'est le cas pour n =  1) il en est encore ainsi pour Ira[ <_-kn+l/2 avec 
2.+ i . . . . .  0; en effet, il suffit d'6crire alors m = 2nk. + m '  avec [m'[  _-< k J2 .  

2 
Ip (u)l 

D~monstrat ion ~l~mentaire, ou par application du lemme de Van der Corput  
[15, vol I, p. 197]. 

LEMM~ 2. Soit dp une fonction gt variation bornde, ~k ~ L 2, k un entier positif, 
# un entier tel que [f~[ < k/2. Posons 

l f q~(t)~,(kt)e-'~'dt = ~---~ f q~(t)e-"'dt ~--~f ¢(t)dt + Y. 
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Pour simplifier les calculs ~t venir, imposons d~s maintenant aux k. et aux a.  
les conditions suivantes: 

(8) k. divise kn+l 

n -  1 

(9) E a j k j  <= ank .. 
1 

Posons 

(10) f . ( t )  = ~ a j A ( k j t )  
1 

(11) Xn,u(u) = ~ fei"$ne-lmdt. 

On 6crira y( t )  pour Lo(0, et X~(u) pour Xoo.,(u). 
Pour chaque entier m, les 2j et #~ auront mSme sens que dans le lemme 3. 
Appliquons le lemme 2 dans les deux cas suivants: 

k = k .+l  g = [an dp(t) = e iuf"(t) r (12) 
~l(t) = e iua'÷ tA( t ) e - l a "+"  

k = k n + 1 I t, = gn ~ t  = etU$"(O 

(13) ~O(kn+lt) = ei"(f-f")e - iC ' - " ) '  (possible gr,~ce h (8)). 

Tenant compte de 
n 

Var(e i':n) = Var(ufn) < un z ~, aik  j < 2urr 2 ank. (~ cause de (9)) 
1 

on obtient respectivement, dans les cas (12) et (13) 

(14) Ix.+,,..+,(u)l =< Ix.,,.(u)l Ip~.+,(a.+,u)l +2=ZCu~ 

an kn (15) Ix . , ( . ) l  _-< Ix. . , . ( . ) l  +2nZCu k.+," 

Pour u donn6, nous nous servons de mani~re r6p6t6e de (14) pour n = s, s + 1,... 
q - 1, et de (15) pour n = q, les entiers s e t  q restant ~t d6terminer en fonction 

de u; nous obtenons (les Pa 6tant tous de module < 1) 

q-  1 q a j l . j  

Ix=(~)l -<- Ix~,..I J=~l-II P~,+,(a.,~)l + 2==c. E~ k . ,  

done, en tenant compte de I X~,,s 1< 1 et de (3), 

Ix.(~)l < (a~+l.. .aquq_~)-~ + 2rc2Cu ~, ajkj  
= ~ kj+ 1" 
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Comme X,,(u) est le m-i6me coefficient de Fourier de e i"r, on a 

( 2 ]  q-~ -~ ~ a jk j  
(16) \ z t ]  (a~+~...aouq-~) " +C'u  ~ ~ (C'=2~zzC) 

sous les conditions (8) et (9). 
Choissons maintenant (ce qui est compatible avec (8) et (9)) 

(17) k, = 2 az" a.  = 2 -2 -  (A entier > 1, n > 2). 

Posons u = 2 :~ (x r6el), et choisissons, pour u assez grand, 

q = [tc] q - s = 21 (1 entier > O) 

Alors 

as+ l . . .aquq-s >: 2-2.2~+(q-s)2r >.~. //21-2 

q aj kj q - ~ 2 -(a+l)2J< 2 • 2 -(a+1)2~< 2U - ( A + 1 ) 2 - 2 / - t  

s kj+ 1 s 

11 suffit donc de prendre, en fonction de N, l = N + 1 et A de sorte que 

(A + 1)2 -2t-1 > N + 1 

pour avoir la condition (1) cherchde: 

il e,.r = 

I J ' ~  00  

cO 

La fonetion f ( t ) =  ~ a,A(k,t) satisfait d'ailleurs une condition de Lipschitz 
d 'ordre  1/2A, puisque, lorsque k.Q 1 <= h < k~ "l, 

lf(t+h)-f(t)[<=nh ~, a j k j + 2  ~, a j<C"a , ,<C"h  T M  
j = t  j=n+ l  

C" constante. Cela ach~ve la ddmonstration du Thdor~me 1. 

Par  un choix diffdrent des a,  et k., l'indgalitd (16) donne d 'autres  estimations 
intdressantes de Par  exemple, la suite {a,} dtant donnde ddcroissante 
vers zdro, ddfinissons lafonction associFe ~ {a.} comme 

(18) A(u) = sup(aaa_,. . .a .u").  
n 

Pour tout u assez grand, ddfinissons q = q(u) par a~+~u < 1 < aqU. I1 est clair 

que A(u)= a I ...aqUL Soit maintenant B(u) une fonction de u > 0 telle que, 

pour  tout n, B(u)/u" soit croissante et que B(u) < A(u) (par exemple, la fonction 
associde it une suite b .~0  telle que b. < a,).Choisissons pour s = s(u) le plus 
grand indite inferieur t~ q(n) pour lequel (al ". a,u~) ÷< B(u); alors 

(19) (a,+ i"'" aquq-~) -½ < B(u)A-~'(u) 
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et il est clair que s(u) tend vers l'infini quand u ~ oo. Imposons maintenant aux 
k,,, outre les conditions (8) et (9), les conditions suivantes (l prenant toutes les 
valeurs enti6res ~t partir d 'un certain rang): 

q(t+ 1) 

(20) C'(l + 1) Z 1.aJ kj < A_~( l + 1). 
s(t~ r~j + 1 

Ces conditions sont comptabiles puisque chaque indice j n 'y apparait qu'un 
nombre fini de fois. Compte tenu de (19) et (20), (16) donne 

II e"j' I]oo < A-~(u)(  1 + B(u)). 

Enongons le r6sultat. 

CO 

Tm~OR~M~ 2. Soit {a.} une suite positive ddcroissante, telle que ~.1 a. < o~, 
A(u) la fonction associ~e ~ cette suite, B(u) une fonction de u > 0 croissant plus 
rite que tout polynome. On peut choisir les entiers k. de facon que la fonction 

oO 

f ( t )  = ~, a. h(k.t)  satisfasse 
1 

(21) II e'"s II~ = o(a-*(u)~(u)) (u ~ oo) 

Remarques sur l'6nonc6 du th6or~me 2. 1. On peut remplacer A(t) par toute 
fonction D(t) telle que 11 e'~° I1~ = O(u-*). 2. L'hypoth6se ~ a. < oo n'est 
essentieUe que pour assfirer f ~  A; sous les seules conditions (8), (9) et a.k. = o(k..  1) 
(n ~ oo), on voit d'apr~s (15) que les e i.I,, ont une limite dans A~o , qu'on peut 
d6signer par e~";;quand la suite a.  est d6croissante et tend vers z6ro, on peut 
encore choisir les k. de fagon que (21) ait lieu. 

Soit maintenant T une pseudofonction: 

T(t) ... ~, T(n)e ~" avec f ( n ) =  o(1). 
n ~ O 0  

Nous allons montrer que le th6or6me 2 vaut encore en remplagant II e"Wll~ par 

II Te'"~ll~. 
Posons 

(22) e , (T)= sup ]~(n)  l" 
Inl>=k/2 

Notons que, si Tes t  une pseudofonction, limk~oo ek(T)= 0, et aussi bien, pour 
toute fonction q~eA, limk-.~oek(TqS)=0. NOUS utiliserons le lemme suivant. 

Lv.~v~n 4. Soit d~ une fonction de la classe A dont routes les fr~quences sont 
multiples de k (entier > 0): ~b(t) = ~,.q~(kn)e ik"t. Alors 

(23) l[ T~ I1~ --- II Tll~ II ~ I1~ + ~(T)11 ~ II~- 
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D ~monstration: 
A ~ T ( l  kn)q~(kn) Tq~(l) = - 

et dans le second membre apparait une valeur de n e t  une seule telle que 

- ( k / 2 )  < l -  kn < k/2; ~ cette valeur correspond la majoration il zll~ II ~ I1~, 
et ~t la somme des autres la majoration ek(T)[I ~b I1,. 

Conservons les notations (8), (9), (10). Supposons que, A(u) et B(u) 6tant 

donn6s comme dans le Th6or6me 2, on a choisi s = s(u) et q = q(u) comme 
plus haut, de fa~on que (19) et (20) aient lieu. Remarquons que dans (16) n'inter- 
viennent que des aj  et des.kj tels que j  > s; on peut donc remplacer dans le premier 
membre e ~: par e "~:-:~) d~s que 

(24) p + 1 < s. 

Nous d6finirons tout ~t l 'heure p en fonction de u. Comme les fr6quences de 
e i"(:-:") sont multiples des k~+ 1 (~t cause de (8)), le lemme 4 donne, compte 
tenu de (19) et (20), 

II Te'": l] < II Te'":'l[® II e'~(:-:" I1~ + ek(Teiuyp) II e'"(s-S"ll cO ~ 1 

(25) 

--< II re'US" II ~h-~(u) (1 + n(u)) + ~k(Ze '~:" )e "~''~" 

d6s que kp+ 1 > k. 
Choisissons maintenant, pour chaque u entier, p = p(u)comme te plus grand 

entier satisfaisant ~t la fois (24) et 

( ( 1 ; )  
(26) I1 Tlloo(1 + Calu)... (1 + Capu) < B(u) C = 2 ~ -~ . 

1 

I1 est important de noter que p(u) augmente ind6finiment avec u. Le premier 
membre de (26) majore II Te":'II~, quels que soient les k j, en vertu des estima- 
tions suivantes: 

II Te'U:'ll~ <= II TllcOHe'~ll ,  ... II e'~'^ II1 
et, pour chaque ~b continfiment d6rivable par morceaux (ici, ~b = e i,,~^ ) 

II ¢ I11 = ~: I ~(,,)1 =< I~(o) 1 + c( ~: [ nqg(n)[z) t- 
n¢O 

<= II ,/' II cO + c 11 ,/" I1~. 
On aura donc, quels que soient les k~, 

(27) II Te'":" I[ ® < B(u) (p = p(u)). 

Ayant choisi p = p(u), on choisit k = k(u, kl , . . . ,kp)  assez grand pour que 

(28) ek(~,k, ""k )(Te~:~') e"ET~" < A-1-(u). 



118 J,-P. KAHANE ET Y. KATZNELSON [Juna 

Si l 'on a 

(29) kp+ t >= k(u, k , , . . . ,  kp) (p = p(u)) 

les in6galit4s (25), (27), (28) donnent 

[1 rei~I [1~o < A-~(u) (1 + B(u) + B2(u)) (u entier). 

Or, pour p donn6, il n 'y a qu 'un nombre fini d'in6galit6s (29). I1 est done possible 
de choisir la suite ks. de fa~on A satisfaire/t la fois aux conditions (8), (9), (20) et 
(29). 

Si u est r4el non entier, soit l l'entier imm4diatement sup6rieur, et v = l - u. 
On peut 6crire 

[] Te*"I [l ~ <= [[ TeUY 1[~ II e-iOI [], 

d'ott 

1[ Te '~  [[ oo < CA-¢(u)(1 + B(u + 1) + B2(u + 1)) 

a-,ec C = sup }1 e- ' ° '  li," 
O__<v_<l 

Enon~ons le r~sultat, en remarquant qu'~ toute fonction B*(u) croissant plus 
rite que tout polynome on peut associer la fonction B(u) = x/B*(u - I). 

TH~OREME 3. Soit a, une suite positive ddcroissante telle que ~,;° a n < oo, A(u) 
la fonction associde ~ cette suite, B*(u) une fonction de u > 0 croissant plus rite 
que tout polynome, et T u n e  pseudofonction. On peut choisir les entiers k,  de 
fa~on que la fonction f ( t )  = ~ anA(k,t ) satisfasse 

(30) l[ Te'"I [[oo = O(A-~(u)B*(u)) (u ~ oo). 

Le th6or6me 3 peut se #n6raliser, en relachant l'hypoth~se que T e s t  une 
pseudofonction. 

Etant donn6 2 > 1 et A > 0, nous noterons Sa,a toute partie de la droite r6elle 
qui est r6union infinie de segments de longueur ;t dont les distances mutuelles 
sont minor6es par A;t. Soit Tune pseudomesure iouissant de la propri&6 suivante: 
pour tout e > 0 et pour tout A > 0, il existe un 2 > 1 et un ensemble S du type 
Sa,a tels que 

(31) [~(n) l__<e pour n ~ S .  

Nous dirons alors que T satisfait la condition (P). Evidemment, toute pseudo- 
fonction satisfait la condition (P). Autres exemples: les pseudomesures T telles 
que ~P(n) = 1-[~ cosJajn(ai >= 0, ~,~ j a  i < oo). 

Nous allons donner une autre forme it la condition (P). Lorsque (31) est r6alis6, 
convenons de dire que l'ensemble S porte T ?t e prks, ou encore, que c'est un 
e-porteur de T. Dire que Tsatisfait la condition (P), c'est encore dire (en choisissant 
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e = 1/p et A = 2p )qu ' i l  existe une suite positive {2p} et des ensembles Sp du 
type Sa.,2p qui portent T ~t 1/p pros; on peuLd'ailleurs sans restriction supposer 2p 
croissant vers l'infini (p = 1,2, ...). 

Nous dirons qu'une suite positive {2"} croissant vers l'infini, et une suite d'en- 
sembles {S*} sur la droite (p = 1,2, ...) sont associ6es ~t T si 1) pour chaque p, 
S* est du type Sa;,p 2) il existe une suite positive (cop} tendant vers l'infini et une 
suite {ep} tendant vers z6ro telles que, pour tout p, S* est somme directe d 'un 
ep-porteur de T, soit S~, et de l'intervalle [-cop,  cop]. I1 est clair que toute pseudo- 
mesure qui admet des suites ainsi associ6es satisfait la condition (P). Inverse- 
ment, si T satisfait la condition (P), il suffit de poser 2 * =  32p et 
S * =  Sp + [ - 2 ~ , 2 r ]  pour avoir des suites assocides ~t 7: 

LEMME 5. Si Tsatis fai t  la condition (P) et admet {2*} et {S*} comme suites 

assocides, il en est de m~me pour T~b, quelle que soit la fonction ~k de la classe A. 

D6monstration. Consid6rons les suites cot, 8p et S~,. intervenant dans la d6- 
finition des suites associ6es. Soit ~p une suite d'entiers tendant vers l'infini, 
~p < ½ cop, et ~kp la somme de Fourier d 'ordre ~p de ~k; on a 

II T~k - T~,l[o~ __< 11TII~ I I¢ ' -  ¢'~11~ ="~.  

Soit Tp la restriction de T h S~; on a 

et le support de Tp~bp est contenu dans la somme direete S~ + [ -  ~p, cop]. En posant 
co; = ½to, et ~; = r/, + ¢' i1,, on voit que {2*} et {S*} sont bien associ6es ~t T~b. 
Le lemme 5 est d6montr$. 

LEMME 6. Si Tsatisfait  la condition (P) et admet les suites A = {2*} et {S*} 
comme suites associ~es, et si ~k e A, on a 

(32) lim II = II zll  II II " 
p---~ oO 

D6monstration. Le coefficient de Fourier d 'ordre l de T(t)~b(2t) est 

(33) ~, T ( l -  2n)~(n) + ~, ] ' ( l -  2n)~(n). 
[hi<q~2 }hi>q/2 

Prenons 2 = 2* avec p > q. Dans la premiere somme, tous les  termes, sauf au 
plus un, sont major6s en module par ep [I ~bll ~, le terme exccptionnel est major6 par 
r/TIl~ll~ll~ et, par un choix convenable de q et l, en est aussi voisin que 
l 'on veut. La seconde somme est major6e par ]i T[I I (n)I" Quit te / t  
choisir d 'abord q assez grand, puis p assez grand (fonction de q), II z(t) ¢,~2"t)II 
est done aussi voisin qu'on veut de Ii rll ~ 11 II~. Le lemme 6 est d6montr6. 

Nous pouvons maintenant 6tablir, 
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TH~OR~ME 4. Ednonc~ du thdordme 3 reate valable, en supposant, non pas 
que T soit une pseudofonction, mais que T soit une pseudomesure satisfaisant 
la condition (P). 

D~monstration. I1 suffira, comme on l'a vu dans la d6monstration du th6o- 
r6me 3, d'avoir la majoration asymptotique (30) lorsque u est entier, quitte 
remplacer B*(u) par B ( u ) =  B * ( u -  1). On conserve encore les notations et con- 
ventions (8), (9), (10). On d6finit maintenant s = s(u) comme le plus grand indice 
inf6rieur/t q(n) pour lequel 

(34) 11 zll~(1 + Calu ). . .  (I + Ca~u)(a, ... asu~) ½ <= B(u) 

(C = (2 ] ~  1/nl)i). De nouveau, s(u) augmente ind6finiment avec u, et (34) 
assure que, quels que soient les k~, 

(35) II Tei"I" II ~ (a, ... asu~) ~ <= B(u). 

Soit A (comme dans le lemme 6) une suite assoeide ~ T, donc (lemme 5)/ t  tout 
produit T~k, o~ ~ ~ A. On choisira les entiers kj dans la suite A de la mani~re 
suivante: kl, "", k. &ant choisis, on choisit (ce qui est possible d 'apr& les lemmes 
5 et 6) k,+, de fagon que, en posant T,.. = Te ~"I" et ¢.+1,.  = ei"~"+'~, on ait 

(36) II r.+ ,,=I)~ =< I1 r.,. I1~ II ~.+,,. 11~ (1 + 2-") 
pour toutes les valeurs de u entier telles que n >= s(u). I1 suit de (36) que 

(37) II r e ' '  I1~ ~ 2 II Te""l]oo [I I! ~s+,,, II~. 
$ 

Or, compte tenu du lemme 1, on a 

(38) H I[ <+,, .  Hoo s (a~ ... a~u*)+*(a(u))-~ 

l[ Ye'"Y ll~ < 2(A(u))-~ B(u) 

ce qui ach~ve la d6monstration du th~or~me 4. 
Comme consequence du tMor~me 4, on a: 

TI~OREME 5. Si l'ensemble fermd E porte une pseudomesure non nulle 
satisfaisant la condition (P), il n'est pas de r&olution. 

I1 suflit en effet d'appliquer la proposition suivante de Malliavin [12]: 

PROPOSITION 2. Supposons f~Alog, c'est a dire ZILllog 11/f.[ < oo, f 
r&lle, TEA®, et 

f ~  u I I1 re''  II ~du < oo. 
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/ ~°iu T( t) e ~U(t (')-")du, 
o o  

convergente dans A~,  ddfinit pour tout a rdel une pseudomesure h,, port~e par 
l' ensemble des zdros de f ( t )  - a et par le support de T, et telle que, pour une 
infinit~ de valeurs de a, 

f h,(t) ( f ( t )  - a)dt v~ O. 

L'int6r~t du th6or~me 5 est qu'il  s'applique ~t certains ensembles d'unicit6--- 
c'est h dire ne portant aucune pseudofonction ~ 0 - - .  I1 existe donc des ensembles 
d'unicit6 qui ne sont pas ensembles de synth~se. Nous allons retrouver ce r6- 
sultat par une autre vole. 

Nous dirons qu'une pseudomesure T satisfait la condition (Q) si quels que 
soient les entiers positifs J et N, et e > 0, il existe un entier k = k(J, N, e) avec 
la propri6t6 suivante: quel que soit l 'entier l 

( 3 9 )  I~(nk+l+j)[<~ pour IJl~J, [n]~N, nv~n, 
nz 6tant un entier d6pendant de I. Toute pseudofonction satisfait la condition (Q). 
D'autre part, nous verrons tout ~ l 'heure que la mesure naturelle construite sur 
l'ensemble de Cantor (qui n'est pas une pseudofonction, et ne satisfait pas non 
plus la condition (P)), satisfait la condition (Q). 

Nous aUons d6montrer, par une m&hode ind6pendante, un r6sultat analogue 
au th6or~me 5. 

THEOREME 6. Si l'ensemble ferm6 E porte une mesure p non nulle satis- 
fa isant  la condition (Q), il n'est pas de rdsolution. 

D~monstration. 11 suffit, d'apr~s la proposition 2, de construire une f~Alog 
r6elle, telle que ][ P ei"s II = avec ~ > 2. Nous d6finironsf par 

f ( t )  = ~ a.W(kd) 
1 

- 2  n avec a.  = 2 , et qJ e A~og, qJ r6elle, telle que 

(40) II e'"vll~o < u-4= pour u > 1 

(on a mis en 6vidence de telles fonctions qs en d6montrant le th6or~me 1); les k, 
seront choisis dans la suite. 
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_ ") 2m+l Soit 22"` < u < _ ; alors 

[[u ~ a~V(k.t)[!~ ~ 2HVI[, 
m + l  

llexp(iu ?~ a.V(k~t)l]~ <~ exp(2llVl[~) = C 
m + l  

et par cons6quent 

(41) II l~e'~f I1~ --- c II ~ e ' ~ ' l l  ~ 

en posant fm(t) = ~Ta~F(kd).  
Supposons, pour simplifier les 6critures, que /~ soit de masse totale 1; alors 

(42) II~e"f"lloo < 1  quel que soit u. 

Nous aUons d6montrer par r6currence qu 'on peut choisir les entiers k. de 

fa~on que 

3 u  -~ pour 22re<u<22"~+~ 
(43) II/lei~Im lloo < 

2 u  -~ pour 2 2~÷~ ~ U < 2 2 "+ :  

Supposons donc qu 'on ait pu choisir k l , ' . . , k s  de fagon que (43) ait lieu; nous 
allons montrer qu 'on peut choisir k = ks+ ~ de fagon ~t avoir 

~f 3u-~ 22'-÷1 < < 2 2 m + 2  
(44) [I lae'UY"+lHoo < pour = U 

22'~' + 3 2u -~ pour 2 z"÷2 < u < 

Posons ~bu = e ~j'm et d6montrons d 'abord le lemme suivant 

LEMME 7. Soit N u n  entier positif, Uo > O, e > O. II existe un entier posit(f k 
tel que, quel que soit l'entier l, 

(45) ] p ( % ( n k + l ) [ < e  pour 0 < u < u  o, [ n [ < N ,  n ~ n ~  

n~ dtant un entier ddpendant de 1. 
En effet, on peut attacher/~ e et u o un entier d tel que 

^ 

I qS,,(j)l < ~ pour 0 < u < Uo. 
l / l>J  

Alors, en posant qS*(t)= ~.ljt<=jdp.(])e ijt, on a 

(46) II ~u~b. -/~q~,* II ® < ~ pour 0 < u < no. 

Or 

(47) I~ . (nk  + 1) = ~. p(nk + I + j ) ~ . ( - j )  
I J l < d  
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et [q~ul est major6 par 1. Comme # satisfait la condition (Q), on peut choisir 
k = k (J ,N ,e / (4J  + 2)) de fagon que (voir (39)) 

[ f ~ ( n k + l + j ) [ < 4 j + - - - ~  pour [ j ] < J ,  [ n [ < N ,  n ~ n ,  

ce qui, joint & (46) et (47), donne (45); le lemme est ainsi d6montr6. 
= = 2 2m÷a e '  = 1 - -~ t  Choisissons N Posons maintenant Su ei . . . . .  v. Soit u o et ~ u o . 

de fa~on que 

(48) • [ 6 , ( n ) [ < e '  pour 0 < u < u  o. 
Inl>N 

Posons e =e ' / 2N ,  et d6finissons kin+ x = k par le lemme 7. Le coefficient de 
Fourier d 'ordre l de pe i":m÷' est 

d, = E$,( -n)pdp, , (nk  + l). 

Or, d'apr6s (42) et (48), on a 
. / x .  8 ~ 

~, [~O. ( -n)#¢~(nk+l)]< pour O < u < u  o 
In[>N 

et d'apr~s (45), compte tenu de l[ ~O. II~ --- 1, 
A 

Z, ] ~b.(- n) M,~(nk + l) I < 2N8 pour  0 < u < Uo; 
Inl-<No, n~nt 

enfin 

]~O~(- n,) pc~,,(ntk +/)1 < II ~'~ II ~ II , ~ .  II ~ 

Le choix de a et a' donne donc, quel que soit l'entier l, 

(49) [d,l<=uff ~ + I1~.1I~ II"~.11~ p°ur  0 < U < U o .  

Consid6rons maintenant tour & tour les cas 

= = < 2 2~+3  (i) 2 2m+x < U < 2 2"~+2 ( i i )  2 2 " + 2  < U = tt o .  

Dans le cas (i), l'hypoth~se (43) dit que II ~u[l~ -< 2u-~, ce qui, joint a 
II ~,. I1~ <-- 1 et & (49), donne 

(50) [dr [ < 3u-*. 

Dans le cas (ii), l 'hypoth~se (40) dit que tl ~. II~ =< - '~ ( u n t o + l )  , d'ofi 

11,/,,, I1~o < ( : " ) - ' ~  = u; ,  

ce qui, joint & [[ p~b,, I! ~ < 1 (voir (42)), donne 

(51) [d, I =< 2u-~'. 
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Moyennant (43), on a donc pu choisir km,l  de fa~on que (44) ait lieu. Compte 
tenu de (41), cela entraine que la fonction 

f(t) = ~ an~(kj) 
satisfait 1 

--O(u (u-, oo). 

C o m m e f e  Ato~, la d6monstration du th6or~me 6 est achev6e. 

Le th6or~me 6 v a n o u s  permettre de monirer que l'ensemble triadique de 
Cantor n'est pas un ensemble de r6solution. 

On appelle g6n6ralement ensemble parfait symdtrique tout ensemble E de 
points de la forme 

ao+al  +a2. . .+a~,+. . -  

ofi les aj sont des nombres donn6s (ao r6el, aj > 0 pour ] > 1 et ] ~ a j  < 00), 
et o/l les 4- repr6sentent arbitrairement, et ind6pendamment les uns des autres, 
le signe + ou le signe - .  

La mesure "naturelle'" sur E (celle qui attribue des masses 6gales/t des portions 
6gales) a pour transform6e de Fourier (si sa masse totale est 1) 

oo 

/~(u) = e i'°° 1-I cos aju. 
1 

TH~OI~ME 7. Aucun ensemble parfait symdtrique n'est ensemble de rd- 
solution. 

D6mo~stration. On va montrer que la mesure naturelle construite sur E 
satisfait la condition (Q). Sans inconv6nient, on peut supposer ao = 0, et, quitte 
/~ restreindre l'ensemble en fixant certains coefficients 4- (ce qui revient/t suppri- 
mer des 616ments de la suite {a j}, e t / t  modifier ao), on pourra supposer sur les 
aj telle condition de d6croissance qui nous conviendra. 

Soit P~ l'ensemble des u r6els tels que ]/~(u) ] > e. Si # ne satisfait pas la con- 
dition (Q), il existe des entiers positifs J e t  N, et un e > 0, tels que pour tout 
entier k positif, on puisse trouver un entier l, des entiers nl et nz de modules 
inf6rieurs/t N et des entiers Jt et J2 de modules inf6rieurs h J tels que 

nlk + l + j l  e P~, n2k + l + j2 ~ P~; 
il s'ensuit que 

(hi - n2)lc~P~- P~ + ] -  2J ,2J]  

of/le second membre repr6sente une somme directe. Doric, pour que # satifasse 
la condition (Q), il suffit qu'elle satisfasse la condition (Q'): quel que soit le choix 
de 2, N, e, il existe un entier/c tel que 

n k ~ P ~ - P , + [ - 2 J , 2 d ]  pour n entier, Inl _<_2N, n ~ O .  
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Notons  P,,~ l 'ensemble des u r6els tels que 1-[~ ° Icos j l > Comme la d6- 
riv6e de 1-I~cosaju ne d6passe pas p~ = ~ f  a j, 

P~.~ + [ - J , d ]  c Pei2,x 

pourvu  que Jp~ < e/2. Etant  donn6 J et e, nous choisirons x pour  qu ' i l  en soit 
ainsi. I1 s 'agit  donc  de montrer  que, 6tant donn6 N,  ~, r ,  il existe un entier k tel 
que 

(52) nk~P,/,_,,,~ - P~/2,,~ pour  n = 1 ,2 , . . . , 2N .  

Fixons une lois pour  route un g entre 0 et n / I2 .  Soit v u n  entier tel que 

8 
(53) cos'~t < ~. 

Si u~P~/z,,~, il existe au plus v valeurs de j > x telles que Icosaju I cos , 
autrement  dit, 

I cosa ju  ] > cosg  et I sin a~u [ < sin 

pour  tous les entiers j > x sauf au plus v valeurs. Si u et v appar t iennent  
P~/z,~, on a donc 

I sin aju [ < sin at et I sin a i r  I < sin 

d ' o~  lsinaj(u- v) I < 2s in~  pour  tous les j > x sauf  au plus 2v valeurs. Airtsi, 
quels que soient les entiers to, > r et ;t > 2v, si l 'on  pose 

tcn+Z 

Sn(w) = I-[ s inajw 
ICrt 

on a 

(54) ] S,,(w) I < (2 sin ~)a - 2, si w e P~I2 ,,~ - Pe/2, ~. 

Si les a j  sont assez rapidement  d6croissants (il suffit que toutes les sommes 
finies de la forme _ a~ _ a2 " .  + am soient distinctes), la moyenne  quadrat ique 
de S,(w) est 2 -a/z. Supposons 2 choisi de sorte que 

(55) (2 sin ct) a-  2, < ~ 2-~/2 .  

I1 existe alors un T =  T. tel que, sur tou t  intervalle I n de longueur  T., la moyenne  
quadrat ique de Sn(w ) d6passe 2(2s in~)~-2" ; / l  fortiori ,  il existe sur un tel inter- 
valle un w tel que S.(w) > 2(2s in~)~-2 'e t ,  comme la d6riv6e de Sn(w ) ne d6passe 
pas PK., In contient  un intervalle 0 n de longueur [Onl = p~ l  (2 sin~) ~-2" tel que 

(56) ] S.(w) ] > (2 sin ~)~-2" si w E 0n. 
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Montrons maintenant que, dtant donnd, N, e., r ,  il existe un entier k tel qu'on 
ait (52). On ddfinit ve t  2 de fa~on ~ avoir (53) et (55). Ii suffit, d'apr~s (54), de 
ddfinir des entiers k, xl, r2, "'"/~2N tels que 

(57) [S,(nk)] > (2sinct) ~'-2" pour n = 1,2,. . . ,2N. 

Pour cela, on choisit x 1 de fa~on que [ 81 [ > 1 (ainsi chaque intervalle 81 contient 
au moins un entier), puis ~c 2 de fa¢on que 

1  18 1> 2T1 

(ainsi chaque intervalle 82/2, homothdtique de 02 par rapport/t  0 dans le rapport 
½, contient un intervalle 11, donc un intervalle 81), puis ~3 de fa~on que 

1  183I > ~2Tz 

(ainsi chaque intervalle 8a/3 contient un intervalle 82/2)et ainsi de suite. Les x, 
dtant ainsi choisis, on ddfinit/t partir de n = 2N des intervalles 8n sur lesquels 
on a (56), chaque 8n/n contenant 8n-1/(n-1) .  L'intervalle 01, commun h tous 
les 8,In, contient un entier k en lequel on a (57), et cela ach6ve la ddmonstration 

du thdor~me 7. 

DEUXIEME PARTIE 

E dtant une partie compacte du cercle, on ddsigne par A(E) l'ensemble des 
restrictions /t E des fonctions de la classe A. A(E) est munie d 'une structure 
d'alg~bre de Banach, comme quotient de l'alg~bre A par l'iddal des fonctions 
de la classe A s'annulant sur E. 

Dans tout ce qui suit, F est une fonction, ddfinie sur l'intervalle ] - 1 , 1 [ ,  qui 
op~re dans A(E), et N(R) la fonction de croissance exponentielle imaginaire dans 

A(E), ddfinie par 

(58) N(R) = sup II e'I lIE 
Ilfll _-<R, f r6elle 

les normes &ant prises darts A(E). L'intdrSt de considdrer cette fonction apparait 

dans le thdor~me suivant. 

THE'ORI~ME 8. Si, pour un a > 0, N(R) > e Qn (R > O) toute fonction F qui 

opdre dans A(E) est analytique. 
La ddmonstration se fonde sur les lemmes suivants. 

LEMME 8. Soit x o un point d'accumulation de E a4 K > 0; il existe des 
nombres positifs e et rl tels que, si f e A(E) est une fonction rdelle satisfaiaant 
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(59) 

on ait 

(60) 
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Support f c  V~ = E n i x  o - t/, x o + t/[ 

II F(f)[]~ < K. 
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D6monstration du lemme. On peut supposer Xo = 0 et (quitte ~ remplacer 
F(x) par F(x)-F(O)) F(0 )=0 .  Montrons d 'abord l'existence de e et r/tels que 
(59) implique (60) pour toute f qui s'annule au voisinage de Xo. Supposons, par 
l'absurde, que e et ~/ n'existent pas. On peut alors d6finir par r6currence une 
suite de nombres r6els r/, et une suite tk, e A(E) tels que 

(61) II .l[  < 2-", 11F( .) > K 

(62) Support ~b.= Vn., 4 . = 0  sur [ -2q ,+ l ,2q .+~] .  

Pour tout 4 >0  d6signons par ~¢ la fonction de la classe A, paire, dgale ~t 1 entre 
0 et 4, lin6aire entre 4 et 24, nulle sur [24, oo[. On a II ZZT¢ I11 < 3, et il est bien 
connu que, s i f~A, f (O)= 0, on a 

lim [[fza7~ Ill = 0. 
¢--,0 

Par cons6quent, si f E A(E) et f(0) = 0, on a lim¢_~o IlfzTe 1[~ = 0 (la norme 6tant 
prise dans A(E)) et, sous la seule hypoth6se f ~  A(E), on a 

(63) limsup [Ifz:zze [[~ < 3If(0) I. 
g--*0 

Posons maintenant tk = ~t~b,  et ~ =  V(tk). D'apr~s (61), dpEA(E), done 
• ~A(E), et de plus ~ ( 0 ) =  0. D'apr~s (63), l im , .~  [[fzz7~.[[r = 0. Or, d'apr~s 
(62), F(~bn) = (c7~. - z ~ . .  ,)O, done lim,_,~o ]] F(~b,)lie = 0, contrairement h (61). 
Pour tout K > 0, on peut done trouver e = eK > 0 et q = r/K > 0 tels que (59) 
implique (60) pour toute f nulle au voisinage de x o = 0. 

E 6tant un ensemble infini, la fonction F est continue. Choisissons maintenant 
> 0 de sorte que 

1 K 
e < ~erl 5 et Ixl<~sup Iv(x)[ < --15 

et r /=  qK. Consid6rons unefeA(E) satisfaisant (59). On a 

F(f) = F(f)(1 - z:7{) + F(f)zzye 
F(f)(1  - c7~) = F(f(1 - z:7¢/2)) (1 - z:y¢) 

puisque F(f) et F ( f ( 1 -  A¢/2)) ne different que dans l'intervalle [ - 4 , 4 ]  off 
1 - zz7¢ est nulle. Comme f(1 - z::7¢/2) s'annule au voisinage de 0 et que sa norme 
ne d6passe pas 4 llf < 48 < e,,5, on a 

K 
II F ( f ( 1 -  < 3- 
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d 'o~ (quel que soit ~.) 
4 K  

II F ( f ) ( 1 -  ~ )  11~ < 5 
D'autre part, d'aprbs (63), on peut choisir ~ assez petit pour que 

K 
II F ( f ) ~  11~ < 3 ] Fff(0))l < 3-" 

I1 en r~sulte bien II f(f)lie < K, et le lemme est d6montr6. 

LEMME 7. E dtant donn~, il existe deux nombres positifs ~ et K tels que, 
si fE  A(E), f r~elle, tlftlE < ~, aZors l] F(y)11~ < g .  

C'est un corollaire du lemme 8 au moyen d 'un r6sultat connu sur la conti- 
nuit6 de l 'op~ration f--+ F ( f )  [8, p. 88, lemme 3.1]. 

Remarquons que les lemmes 8 et 9 restent valables si l 'on remplace A(E) par 
une alg~bre de Banach r~guli~re sans idgaux primaires eontenant, pour chaque 
point x de son spectre E, et pour chaque voisinage V de x, une fonction ~b de 
norme inf6rieure ~t un nombre dgpendant de x, mais non de V, qb ayant son sup- 
port dans Vet  6tant ggale ~t 1 dans un voisinage de x. 

Pour d6montrer le thgor~me 8, il suffit de prouver que F est analytique h 
l'origine. 

D'apr~s le lemme 7, si l 'on choisit 0~ > 0 assez petit, la fonction Fl(x)= 
F(~sinx), qui op~re, elle aussi, dans A(E), reste bornge (en norme) darts le cy- 
lindre 

(64) {f + t, Ill I1~ < 1, I t l --<- ~). 

Les coet~cients de Fourier de F 1 satisfont 

1 "~ 
Pl(n)e i*: = ~-~ f_~ Fl( f  + t)e-~'~dt (65) 

pour t o u t e f ~  A(E) telle que F~(f + t) soit int6grable en tant que fonction de t 
~t valeurs vectorielles. En particulier, (65) a lieu s i f  est une combinaison lin6aire 
finie d'idempotents de A(E). 

Si E est de mesure positive, on sait d6j~ que seules les fonetions analytiques 
op~rent [8, p. 118, th6or~me I14]. Sinon, on sait que les idempotents engendrentAE 
[10]. Etant donn6 n entier et e > 0, il existe done une fonctionfeA(E), r&lle, 
combinaisons lin6aire finie d'idempotents, telle que 

(66) Ilfll~ < 1 et I1 e": II~ --- eol~l- ~-1. 

Appliquant (65) et (66), on obtient 

I : ~ o )  1 --< K( eol~l - e) 

K Otant la borne sup6rieure de ~F(g)II~ quand g appartient an cylindre (64). 



1963] FONCTIONS DE LA CLASSE A 129 

Cela implique l'analyticit6 de Fa, done l'analyticit6 ~t l'origine de F, qu'il fallait 
dfmontrer. Cela ach~ve la d6monstration du th6or~me 8. 

Comme application du th~or~me 8, nous allons donner un crit~re plus ex- 
plicite pour que toute fonction F qui op&e dans A(E) soit analytique. 

Nous dirons que E satisfait la condition (R) si, quel que soit N, il existe une 
mesure T port~e par E et un entier positif 2 tels que 

(67) sup ]~ I ~ ( p - m 2 ) l < K U T I I o o  
p Iml _-<i~/ 

K ne d6pendant que de E. 
Nous v6rifierons plus loin que E satisfait la condition (R) d~s que l'une des 

conditions suivantes est r6alis6e: 
a) E contient des progressions arithm6tiques arbitrairement riches 
b) E contient des mailles arbitrairement riches (voir introduction) 
c) E est "ensemble de multiplicit6 au sens strict", c'est h dire qu'il porte une 

mesure pseudofonction non nulle 
d) plus g6n6ralement, E porte des mesures T telles que le rapport 

limsuPl,l_.oo [ 2f'(n)[/suP, l~(n) l soit arbitrairement petit. 

TH~OR~ME 9. Si E satisfait la condition (R), toute fonction F, ddfinie sur 
] -1 ,1 [ ,  opdrant dans A(E), est analytique. 

La d6monstration se fait en trois 6tapes. 

LEMME 8. La condition (R) entraine la suivante: (R1) pour toute ~ A ,  
il existe une mesure T portde par E et un entier positif 2 tels que 

(68) T(0)=  1, 11T(t)¢('zt)ll~o < 3KII¢II~. 

En effet, le p-i6me coefficient de Fourier de T(t)q~ (2 0 est 

E,~(m)~(p-m,l) = E + E 
m Iml>N Iml<N 

et l'on a 

I Z l ~  llrll~ Z I~(m>l 
Iml>/V Iml>N 

Iml~_N Iml___<N 

On peut choisir N de sorte que 

z I~(m) 1 <__ gll¢llo ~ 
Im[>N 

puis T et ;t de fagon h avoir (67), et enfin, quitte ~t multiplier T(t) par une ex- 
ponentielle convenable, on a I ~(0) 1 _-_ (2/3) 11TII~ et l'on peut, sans restriction, 
prendre ] ' (0)= 1. 
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LEMME 9. Soit a < (2/Tr2)log (zr/2). Pour tout R assez grand, il existe une 

y e A  rdelle, de norme R, telle que II e'~ I1~---e-°~" 
D6monstration. Soit R > n2/2, q = [2R/n 2] et u = 2R/zr2q ; alors 1 < u < 2. 

Choisissons les ky (j = 1,2,- . . ,q)  de teUe sorte que 

q 

1 k--~,~ < 

C'6tant la constante absolue figurant dans l'in6galit6 (16), et posons 

I1 r6sulte de (16) que 

q 

f ( t )  = u Z A(kjt) 
1 

[[elf[[~o = 2 =< zcexp - -~--log 

d'o/l te r6sultat. 

LEMME 10. Sous la condition (RI), N(R) > e al~ dds que a < (2/zt 2)log (re/2), et 

que R est assez grand. 
C'est 1/l le point essentiel. Choisissons f comme dans lemme 9. Pour taote mesure 

T port6e par E et tout 2 entier, on a (dans la notation de l ' introduction) 

It(0)l = ~ T(t)e'f(me-'f(mdt < llz(t)df'~')ll~lle-'f~')ll~ 

Choisissons ~b = e ~¢, puis T et ;t de fa¢on ~ satisfaire (68). On obtient 

II e-"'~')I1~ >-- ~ II e" II Z 1 

Comme Ilf(~t) I1 ~ <-- R et II e is I1 ~ <= e -:.R avec a < a '  < (2/~ ~)log (hi2) quand R est 
assez grand, on a 

1 a'R eaR N(R) > ]---ge > 

quand R est assez grand, et le lemme est &abli. 
Du th6or6me 8 r6sulte imm6diatement le th6or~me 9. 
Remarquons que le condition (R) est satisfaite d6s que la suivante est r6alis6e: 
(R') :  quels que soient N entier et e > 0, il existe une mesure T port6e par E 

et un entier positif 2 tels que [[ T[[~ -- 1 et que, pour tout p, on ait 

pour m = O, + 1,... + N sauf peut-~tre pour une valeur de m. 
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A son tour,  (R ' )  rfsulte de 
(R"):  quels que soient N entier et e > 0, il existe une mesure T por t fe  par  E 

et un entier posit if  ;t tels que, en dfs ignant  par  E~(T)l 'ensemble des entiers n 

tels que ] ~(n) I > e, aucun des m2 (m = -t- 1, . . . ,  _ 2N) n 'appar t ienne  ~t l 'ensemble 

E~(T) - E~(T). 

La fin de la d fmons t ra t ion  du thfor~me 7 (~t partir  de (52)) montre  que, si E 

contient  des mailles arbitrairement riches, la condi t ion (R ' )  est satisfaite, donc  E 

satisfait la condi t ion (R), comme annonc6 plus haut.  D ' au t r e  part,  si, pour  chaque 

e >  0, E porte  une mesure T telle que II zll  = a et limsupt,,v.® I¢(n) ] < e ,  il 
satisfait encore la condit ion (R') ,  puisque pour  la mesure T considfrfe ,  E~(T) 

est bornf .  
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